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The problem is proposed of determining functions which are the scalar curvature of
some metric g$ conformal to an initial metric g. This problem is equivalent to proving
the existence of a function u that is a solution to the equation
4(n&1)
n&2)
2u+Ru= fu(n+2)(n&2), u>0.
The case of negative scalar curvature is considered here. Sufficient conditions for the
proposed equation to have a solution are identified.  1997 Academic Press
I. INTRODUCTION
Soit (Vn , g) une varie te Riemannienne C compacte de dimension n3.
On note R sa courboure scalaire. On se propose de de terminer les fonctions
f # C(Vn) qui sont courbure scalaire d’une me trique g$ conforme a la
me trique initiale g (g$ # [ g] la classe conforme de g).
Comme le proble me de Yamabe [9] est re solu (en particulier dans les
cas ne gatif et nul par Yamabe lui-me^me), il existe une me trique conforme
pour laquelle la courbure scalaire est constante. Ainsi sans nuire a la
ge ne ralite on peut supposer que R est constante.
E crivons g$ sous la forme u4(n&2)g avec u>0, u # C(V ). Si u ve rifie
l’e quation
4(n&1)
n&2
2u+Ru= fu(n+2)(n&2), u>0, (1)
alors la courbure scalaire R$ de (Vn , g$) est e gale a f (ici 2=&gij {i {j).
Ainsi le proble me propose est e quivalent a prouver l’existence d’une
fonction u>0, u # C(V ), solution de l’e quation (1). Dans les trois cas, R
positif, ne gatif ou nul, les difficulte s pour re soudre (1) sont diffe rentes.
Dans cet article nous allons e tudier le cas R<0.
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Conditions ne cessaires. Il y en a plusieurs. Les conditions (2) et (3) sont
ne cessaires.
| f dV<0. (2)
Supposons que u ve rifie l’e quation (1). Multiplions (1) par u&(n+2)(n&2)
et inte grons. Le premier membre est strictement ne gatif.
Cette condition est loin d’e^tre suffisante. Kazdan et Warner ont e te les
premiers a montrer comment on peut fabriquer des fonctions f ve rifiant (2)
pour lesquelles (1) n’a pas de solution. Quant a la condition (3), elle sera
examine e au de but du paragraphe III. Il s’agit de mettre en e vidence des
conditions suffisantes pour que (1) ait une solution.
II. RE SULTATS ANTE RIEURS
Tout d’abord, citons deux re sultats anciens. L’un du premier auteur:
The ore me 1. [1]. Toute fonction f # C(V ) strictement ne gative est la
courbure scalaire d ’une me trique conforme a g. De plus cette me trique est
unique.
La de monstration originale utilise la me thode variationnelle, comme
pour le proble me de Yamabe. Soit la fonctionnelle
I(u)=_4(n&1)n&2 | |{u| 2 dV+| Ru2 dV&
__} | fuN dV }&
&2N
, avec N=
2n
n&2
.
La preuve consiste a montrer que le minimum de I(u), pour tout u
ve rifiant  fuN dV=&1 est atteint.
Lorsque f s’annule ou change de signe, la me thode variationnelle ne peut
plus e^tre applique e. Par contre la me thode des sur et sous-solution
pre conise e par Kazdan et Warner fait merveille. Ces deux auteurs ont mon-
tre le the ore me suivant qui nous sera tre s utile.
The ore me 2. (Kazdan et Warner [5]). Si l ’e quation (1) avec
f = f8 # C:(Vn), : # ]0, 1[, admet une solution v>0, alors l ’e quation (1) avec
au second membre f =h # C:(V ) admet une solution positive s’il existe ;>0
tel que h;f8 .
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De monstration. Soit v>0 une solution de l’e quation (1) avec f =f8 :
a 2v+Rv= f8 vN&1.
Nous avons pose a=4(n&1)(n&2) et N=2n(n&2).
u+=;(2&n)4v est une sur-solution de l’e quation
a 2u+Ru=huN&1.
En effet a 2u++Ru+=u+f8 v4(n&2)u+h;&1(u+)4(n&2);=h(u+)N&1.
De plus u&==, une constante, est une sous-solution si =>0 est choisi assez
petit pour que h(x)=4(n&2)R pour tout x # V. Enfin comme on peut
choisir =inf u+, la me thode des sur et sous-solutions peut e^tre applique e.
Depuis quelques anne es, ce proble me a e te de nouveau e tudie et de nom-
breux re sultats ont e te e tablis. Mentionnons ceux qui rentrent dans l’e tude
que nous faisons.
The ore me 3. (Ouyang [6], Rauzy [7], Vasquez et Ve ron [8]). f e tant
une fonction C: (0<:<1), on pose K=[x # Vnf (x)0] et *=inf
&{u&22 &u&
&2
2 , \u # D(K1 ). Si K1 =<, *=+. Lorsque f satisfait f0,
l ’e quation (1) a une solution si, et seulement si,
&(n&2) R<4(n&1) *. (3)
Dans ce cas si f # C(Vn), f est la courbure scalaire d ’une me trique conforme
a g.
The ore me 4. (Aubin [3]). Soit h une fonction C: (0<:<1) telle que
l ’e quation (1) avec f =h a une solution >0, il existe un voisinage O de h
dans C:, tel que pour toute fonction f # O disons & f &h&C:C, l ’e quation
(1) a une solution. Si de plus f # C, f est la courbure scalaire d ’une me trique
conforme a g.
Soit >0 la solution de l’e quation a 2+R=hN&1. Conside rons la
me trique conforme g~ =4(n&2)g. Pour cette me trique la courbure scalaire
R =h.
En conside rant l’application
(u, f ) w1
4(n&1)
(n&2)
2u+hu& fu(n+2)(n&2) (4)
le re sultat est e tabli a l’aide du the ore me des fonctions implicites.
531COURBURE SCALAIRE PRESCRITE
File: 580J 302804 . By:CV . Date:23:01:97 . Time:11:06 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2676 Signs: 1833 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Corollaire 1. (Aubin [3]). Soit h une fonction C: (0<:<1) telle que
l ’e quation (1) avec f =h a une solution >0. Si h0, il existe une con-
stante C>0 tel que, pour toute fonction fh+C, l ’e quation (1) admet une
solution. Si de plus f # C , f est la courbure scalaire d ’une me trique con-
forme a g.
Ce corollaire ge ne ralise la premie re partie du the ore me suivant.
The ore me 5. (Rauzy [7]). Soit f # C(Vn) une fonction satisfaisant (3),
il existe un re el positif C qui de pend seulement de x  f &(x)=sup (& f (x), 0)
tel que si sup f C alors f est la courbure scalaire d ’une me trique conforme.
Sous certaines conditions, l ’e quation (1) a plusieurs solutions.
La question que nous nous posons est la suivante: Peut-on de terminer
comment la constante C du the ore me 5 de pend de la fonction f & ?
III. E TUDE DU PROBLE ME
Soit f # C(Vn). Posons h(x)=inf( f (x), 0). Si l’e quation (1) a une solu-
tion, comme h(x) f (x), l’e quation (1) avec f =h au second membre aura
une solution d’apre s le The ore me 2. D’apre s le The ore me 3, * doit satisfaire
(3), c’est une deuxie me condition ne cessaire.
Rappelons que nous avons note K=[x # Vf (x)0] et que *=*(K).
Pour un sous-ensemble A/V, nous avons de fini
*(A)=inf[&{u&22 &u&
&2
2 ] pour \u # D(A1 );
si A1 =<, *(A)=+. (5)
Lorsque f <0 partout, K=<, *=+. La condition (3) est satisfaite, il
n’y a pas de contradiction avec le The ore me 1.
Dans cet article nous noterons Ci (i # N ) les constantes qui de pendent de
la varie te (Vn , g).
Lorsque les constantes de pendent aussi de K nous les notons C(K ) ou
Ci (K ) (i # N ). Nous prendrons : # ]0, 1[ a distance de 1 pour que les con-
stantes puissent toutes ne pas de pendre de :.
Remarque. Nous allons voir que seules les valeurs prisent par h sur un
voisinage 0 de K ont une importance dans l’expression de la constante C
du The ore me 5 et de son corollaire.
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Introduisons les ensembles K= [xh(x) &=]. D’apre s le The ore me de
Sard, nous savons qu’il existe un ensemble B/R de mesure nulle tel que
si =  B, K= est une varie te a bord C . De plus =  *(K=) est a l’e vidence
une fonction de croissante. C’est une fonction continue a droite (voir Aubin
[3] pour la de monstration); en particulier si =i w
> 0, lim *(K=i)=
*(K0)=*.
Lorsque = varie de ze ro a &inf h, *(K=) varie de *(K )=* a *(V)=0. On
peut ainsi mettre en e vidence une famille de compacts K l : [0, *] % l  K l ,
avec *(K l)=l, telle qu’il existe ’l # [0, &inf h] pour lequel h(x)&’l
pour x # K l et h( y) &’l pour y  K l .
Conside rons le compact K m tel que *(K m)=m=&(n&2) R4(n&1).
Corollaire 2. La constante C du The ore me 4 et de son corollaire
ve rifie C<m. D’apre s le The ore me 4, l ’e quation (1) avec f =h+C admet
une solution, or ceci est impossible pour Cm, car la fonction h+m ne
satisfait pas a la condition ne cessaire (3).
C’est pourquoi nous introduisons des ouverts % et 0 lie s au compact K.
De finition. Soit K un compact tel que *=*(K ) satisfait (3): *>m.
Nous conside rons un ouvert a bord C , %#K tel que *(%)=(*+m)2, et
un ouvert, a bord C , 0#% tel que *(0)=(*+3m)4.
Notations. f e tant une fonction C telle que K=[x # Vf (x)0],
posons
+= inf
(V"%)
(& f ) et h(x)=inf( f (x), 0) ce qui fait que f = f ++h.
IV. RE SULTAT PRINCIPAL
The ore me 6. Soit (Vn , g) une varie te riemannienne C compacte, de
dimension n3, a courbure scalaire R constante et ne gative. E tant donne un
compact K/V satisfaisant a la condition (3):
*=*(K )>m=&(n&2) R4(n&1)
on lui associe deux ouverts % et 0 de finis plus haut. Conside rons l ’ensemble
FK des fonctions ho lde riennes : (0<:<1) sur Vn , telles que K=[x # Vn 
f (x)0].
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Alors il existe une constante C(K )>0, qui ne de pend que de la varie te et
de K, telle que toute fonction f # FK (resp. C) ve rifiant
sup f C(K ) inf
(V"%)
(& f (x)) (6)
est la courbure scalaire d ’un me trique C2, : (resp. C) conforme a la me tri-
que initiale g.
De monstration. Si (1) a une solution, (1) a une solution avec f+ au
second membre. D’ou pour la de monstration, sans nuire a la ge ne ralite ,
nous supposerons que +=1. f ve rifie donc f (x) &1 pour x # V&%.
Puis au lieu de chercher a re soudre (1) avec cette fonction f, nous
chercherons a re soudre (1) avec la fonction sup ( f (x), &1). D’apre s le
The ore me 2, si (1) a une solution avec cette fonction, (1) aura une solution
avec f puisque, f (x)sup ( f (x), &1).
Pour simplifier l’e criture nous notons encore f cette fonction. Ainsi
inf f =&1 et f (x)=&1 sur V&%.
Soit h(x)=inf( f (x), 0). On conside re la me trique conforme g~ =4(n&2)g,
>0 e tant la solution de l’e quation
a 2+R=h (n+2)(n&2), (7)
avec a=4 (n&1)(n&2), et l’application 1 de finie par
[u # C2, :, u>0]_C: % (u, f ) w1 a 2 u+hu& fu(n+2)(n&2) # C:.
L’ope rateur Du1(1, h)=a2 &(4(n&2)) h # L(C 2, :, C :) est inversible. En
effet son noyau est re duit a [0], par le principe du maximum seules les
constantes # sont dans le noyau, mais #  h dV=0 entrai^ne #=0 car
 h dV<0. Posons
g(u, f )=u&[Du1(1, h)]&1 1(u, f ); (8)
l’e quation 1(u, f )=0 s’e crit sous la forme e quivalente
g(u, f )=u. (9)
Nous conside rons une boule B/C2, :(V) de centre 1 et de rayon #<12 et
une boule B /C:(V) de centre h et de rayon ; assez petit.
On va montrer qu’on peut choisir # et ; assez petits de sorte que si f # B ,
u  g(u, f ) est contractante de rapport 12 dans B.
Si on conside re la suite [ui], de finie par re currence par u0=1,
ui+1= g(ui , f ), cette suite sera incluse dans B et convergera dans C2, : vers
une fonction u solution de (9).
534 AUBIN AND BISMUTH
File: 580J 302807 . By:CV . Date:23:01:97 . Time:11:06 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2469 Signs: 1050 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
V. PREMIE RES E TAPES DE LA DE MONSTRATION
Lemme 1. g est contractante de rapport 12 dans B si # et ; sont assez
petits.
Prenons f # B , u1 et u2 dans B et majorons &g(u1 , f )& g(u2 , f )&C2, : .
g(u1 , f )& g(u2 , f )=[Du1(1, h)]&1 [Du1(1, h)(u1&u2)
&1(u1 , f )+1(u2 , f )]
=[Du1(1, h)]&1 _&n+2n&2 h(u1&u2)
+ f (u (n+2)(n&2)1 &u
(n+2)(n&2)
2 )& .
D’ou
&g(u1 , f )& g(u2 , f )&C 2, :
&Du1(1, h)&1& _"h \u(n+2)(n&2)1 &u (n+2)(n&2)2 &n+2n&2 (u1&u2)+"C :
+& f +(u (n+2)(n&2)1 &u
(n+2)(n&2)
2 )&C :& .
Rappelons que f =f ++h. En appliquant le the ore me des accroissements
finis, on trouve (C1 e tant une constante qui ne de pend que de n):
&g(u1 , f )& g(u1 , f )&C2, :C1 &Du1(1, h)&1&
_(# &h&C :+& f +&C :) &u1&u2&C: .
Par conse quent, pour que g satisfasse au lemme 1, il suffit que # ve rifie
# &h&C :+& f +&C :[2C1 &Du1(1, h)&1&]&1. (10)
Mais nous voulons aussi que la suite [ui] reste dans B. Comme u0=1,
u1=1+[Du1(1, h)]&1 f +, nous prendrons
& f +&C:#2 &Du1(1, h)&1&. (11)
Le meilleur # est celui pour lequel (10) et (11) sont les me^mes ine galite s.
Nous avons alors en posant k=&Du 1(1, h)&1& et C2=1C1
;=
#
2k
=
C2
2k
&# &h&C: .
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Ceci a lieu pour #=C2 (1+2k &h&C :). Nous en de duisons
;=
C2
2k(1+2k &h&C :)
. (12)
Ce qui nous inte resse est d’avoir une estime e effective de #, pour cela, il
nous faut majorer &Du1(1, h)&1&. Par de finition
&Du 1(1, h)&1&= sup
. # C :
&Du1(1, h)&1 .&C 2, :
&.&C :
.
L’ope rateur e tant inversible
k=&Du1(1, h)&1&= sup
. # C2, :
&.&C2, :
a &2 .+h .&C:
(13)
ou h =&h(n&1).
2 est relatif a la me trique g~ =4(n&2)g qui de pend de h; il nous faut
donc estimer , |{| et &&C2, : .
Proposition 1. La solution >0 de l ’e quation
a 2+R=h(n+2)(n&2) (14)
ve rifie |R| (n&2)4C(K ) et &&C 2, :C3(K ).
De monstration. Exhibons une sur-solution de l’e quation (14).
Comme K est compact, on peut toujours supposer que 0 a un nombre
fini de composantes connexes 0i (1in0) qui sont des ouverts a bord
C. Sur chaque 0i conside rons une fonction propre .i de 2 qui satisfait
2.i=*i .i sur 0i , .i0i>0 et .i0i=0 (15)
avec *i*(0) la premie re valeur propre du Laplacien sur 0 i .
Soit . une fonction C sur V qui est e gale a .i sur chaque %i=% & 0i .
Pour ! assez grand, ve rifions que u+=!. est une sur-solution de (14).
Sur %i , a 2u++Ru+=(a*i+R) u+>0h(u+)(n+2)(n&2).
Sur V&%, pour !4(n&2)&infV (a 2.+R.).(n+2)(n&2) on a
a 2u++Ru+
(u+)(n+2)(n&2)
!&4(n&2) inf
V _
a 2.+R.
.(n+2)(n&2)& &1=h.
Ainsi pour !C4(K )>0, u+ est une sur-solution.
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Ve rifions maintenant que u&=|R| (n&2)4 est une sous-solution
a 2u&+Ru&=&|R| (n+2)4h(u&)(n+2)(n&2).
Prenons C4(K )>|R| (n&2)4 (inf .)&1. Nous trouvons que
|R| (n&2)4C(K ). (16)
Soit G(P, Q) la fonction de Green du Laplacien 2
(P)=  dV+
1
a | G(P, Q)(h(Q) 
(n+2)(n&2)(Q)&R(Q)) dV(Q). (17)
En de rivant (17) on trouve |{|C3[C(K)] et &&C1, :C4[C(K)](n+2)(n&2)
=C5(K ). De me^me on de montre que &&C 2, : est majore par une constante
qui ne de pend que de K.
VI. E TUDE DE L’E QUATION 2 ,+h ,=#
Nous avons vu que l’e quation
2 ,+h ,=# (18)
admet une unique solution avec
h =&h(n&1)0 et h 0.
Lemme 2. La norme de , dans H 21 se majore par la norme de L2 de #.
Conside rons la fonctionnelle
E(,)=| |{ ,| 2 dV +| h ,2 dV &2 | #, dV
, minimise E(,), d’ou E(,)E(0)=0.
Posons ,=,0+k avec  ,0 dV=0 et k= , dV la valeur moyenne de ,.
Nous obtenons
| |{ ,0 | 2 dV +| h (,20+2k,0+k2) dV 2 | #(,0+k) dV . (19)
Minorons le quotient q= |{ ,0 | 2 dV  ,20 dV
q=
 2 |{,0 | 2 dV
 ,20 
N dV

(inf )2
(sup )N
*1=C6(K )
537COURBURE SCALAIRE PRESCRITE
File: 580J 302810 . By:CV . Date:23:01:97 . Time:11:06 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2446 Signs: 927 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
*1 e tant la premie re valeur propre du Laplacien 2. En effet comme
 ,0 dV=0 par de finition
*1| |{,0 | 2 dV<| ,20 dV.
De plus C6(K )  ,20 dV $  h ,
2
0 dV pour un certain $ qui de pend de K.
De (19) on tire alors
| h [,20(1+$)+2k,0+k2] dV 2 | #(,0+k) dV . (20)
On peut e crire
,20(1+$)+2k,0+k
2=(1+$) \,0+ k1+$+
2
+
$
1+$
k2.
De plus  h dV (inf )n2 V&% dV(n&1)=C7(K )>0. D’ou on tire de
(19) et (20) (les normes sont prises dans la me trique g):
&,&22=&,0&
2
2+k
2C8(K ) &#&2 (&,0&2+k)
il s’en suite que
&,0&2C9(K ) &#&2 et kC9(K ) &#&2 .
Enfin de (19) on obtient
&{,&2C10(K ) &#&2 .
Lemme 3. sup |,|C(K ) &#&n+1)2 .
De monstration. L’e quation (18) peut s’e crire
&gij (ij,&1 kij k ,)=
4(n&2)(#&h ,)
2,+ gij (1 kij&1
k
ij) k ,=
4(n&2)(#&h ,).
Calculons le tenseur gij (1 kij&1
k
ij) en un point P dans un syste me de coor-
donne es normales en P pour g. On trouve
2,=4 {i,{i Log +(#&h ,) 4(n&2). (21)
D’ou
,(P)= , dV+| G(P, Q)[4{ i,(Q) { i Log (Q)
+(#&h ,)Q 4(n&2)(Q)] dV(Q). (22)
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Faisons une inte gration par partie, de manie re que seul , apparaisse
sous l’inte grant et pas i ,. En ite rant plus de n2 fois l’e galite obtenue on
prouve l’ine galite
sup |,|C11(K )[&,&N+&#&(n+1)2].
D’ou le re sultat annonce compte tenu du Lemme 2 et du The ore me de
Sobolev.
Lemme 4. &,&C 2, :C(K ) &#&C : &h&C: .
De monstration. Soit {=(1+:)2. Revenons a l’e quation (22) apre s une
inte gration par parties.
Nous obtenons
&,&C {C12(K )[&,&C0+&#&C 0]C13(K ) &#&C 0
compte tenu du Lemme 3 et
&,&C1, :C14(K )[&,&C {+&#&C 0]C15(K ) &#&C 0 (23)
Enfin comme l’ope rateur de Green est un ope rateur continue de C: dans
C2, : :
",& , dV "C 2, :C7 &2,&C : .
Compte tenu de l’expression (21) de 2,, on majore &2,&C: en utilisant
(23). On trouve
&2,&C:C16(&,&C 1, :+&#&C :+&h&C : sup |,| )C17 &#&C : &h&C: .
Puis en utilisant le Lemme 3, on arrive au re sultat annonce .
VII. FIN DE LA DE MONSTRATION DU THE ORE ME 6
Revenons a (13). Nous savons maintenant que
kC 1(K ) &h&C :
d’ou nous avons une expression pour ; (& f +&C:;):
;=C 2(K ) &h&&3C: . (24)
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Par hypothe se h appartient a un espace ho lde rien, h # C:0. En fait si on part
d’une fonction f # C, h est me^me lipchitzienne.
Dans l’e galite (24), C(K ) ne de pend pas de :, et ::0 est arbitraire.
D’ou en faisant tendre :  0, comme lim:  0 &.&C:3&.&C 0 (voir
Proposition 2) on trouve que ; est une constante qui ne de pend que de K:
;=C(K ). (25)
Conside rons maintenant la fonction f =h+C(K ). Comme & f &h&C :=
& f &h&C0=C(K ) l’e quation (9) a une solution, d’ou l’e quation (1) en a une
avec au second membre f =f .
Si f +C(K ), f ve rifie ff et d’apre s le The ore me 2, l’e quation (1) a
une solution. Il est prouve ainsi que l’hypothe se (6) du The ore me 6,
obtenue en revenant a la fonction f de de part, est suffisante pour que notre
proble me ait une solution.
Lors de l’e tude du proble me nous avons vu qu’une hypothe se du type (6)
est aussi ne cessaire.
Proposition 2. Soit |. # C:0(V)|, 0<:0<1. Alors lim:  0 &.&C:
3 &.&C0 .
De monstration. On suppose que . est non constante. Conside rons deux
re els : et ; tels que 0<:<;<:0 . Il existe [Pi] et [Qi] deux suites de
points de V telles que
lim
i  
|.(Pi)&.(Qi)|
[d(Pi , Qi)]:
= sup
V_V
|.(M )&.(T )|
[d(M, T)]:
. (26)
Comme V est compacte, quitte a extraire des sous-suites, on peut sup-
poser que Pi  P et Qi  Q avec P{Q car si non le premier membre de
(26) serait nul. En effet
|.(Pi)&.(Qi)|
[d(Pi , Qi)]:
&.&C:0 [d(Pi , Qi)]:0&:.
Donc le second membre de (26) est e gale a |.(P)&.(Q)|[d, (P, Q)]:. De
me^me il existe x et y deux points de V tels que
sup
V_V
|.(z)&.(t)|
[d(z, t)];
=
|.(x)&.( y)|
[d(x, y)];
.
Nous avons alors
|.(P)&.(Q)|
[d(P, Q)];

|.(x)&.( y)|
[d(x, y)];

|.(P)&.(Q)|
[d(x, y)];&: [d(P, Q)]:
.
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Comme .(P){.(Q) car . n’est pas constante, on en de duit que
’=d(x, y)d(P, Q). Ceci entrai^ne que
|.(P)&.(Q)|
[d(P, Q)]:
2 &.&C 0 ’&:  2 &.&C0 lorsque :  0.
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